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ｐｌｅｏｆｆｏｃｕｓｉｎｇｉｎｖｅｒｓｉｏｎｔｏｉｎｖｅｒｓｅｇｒａｖｉｔｙｄａｔａｕｓｉｎｇ
ｃｏｎｊｕｇａｔｅｇｒａｄｉｅｎｔｍｅｔｈｏｄ．Ｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ，ｓｅｖｅｒａｌｋｅｙ
ｐｒｏｂｌｅｍｓｉｎｔｈｅｐａｒａｌｌｅｌｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｏｆｉｎｖｅｒｓｉｏｎａｒｅ
ａｎａｌｙｚｅｄ，ａｎｄｔｈｅ３Ｄｃｏｎｊｕｇａｔｅｇｒａｄｉｅｎｔｇｒａｖｉｔｙｆａｓｔ
ｉｎｖｅｒｓｉｏｎｂａｓｅｄｏｎＧＰＵｐａｒａｌｌｅｌｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙｏｆＮＩ
ＶＩＤＩＡＣＵＤＡｐｌａｔｆｏｒｍｉｓａｃｈｉｅｖｅｄ，ｄｕｅｔｏｔｈｅｇｏｏｄ
ｐａｒａｌｌｅｌｉｍｐｒｏｖｅｍｅｎｔａｂｉｌｉｔｙｏｆｃｏｎｊｕｇａｔｅｇｒａｄｉｅｎｔｉｎ
ｖｅｒｓｉｏｎ．Ｔｈｅｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｒｅｓｕｌｔｓｓｈｏｗｔｈａｔｔｈｅｍｅｔｈ
ｏｄｃａｎｗｅｌｌｄｅｔｅｒｍｉｎｅｔｈｅａｂｎｏｒｍａｌｌｏｃａｔｉｏｎ，ａｎｄｔｈｅ
ｉｎｖｅｒｓｉｏｎｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｉｓｇｒｅａｔｌｙｉｍｐｒｏｖｅｄ．

１　Ｆｏｒｗａｒｄｔｈｅｏｒｙ
Ｂｙｔｈｅｌａｗｏｆｇｒａｖｉｔｙ，ｔｈｅｆｏｒｃｅｓｏｆａｎｙｐｏｉｎｔｉｎ

ｔｈｅｇｅｏｌｏｇｉｃｂｏｄｙａｃｔｉｎｇｉｎｔｈｅｏｕｔｅｒｓｐａｃｅｉｓ：

Ｖ（珒ｒ）＝Ｇ∫∫∫ρ珒ｒｄＶ （１）

　　ｗｈｅｒｅ→ｒｉｓａｖｅｃｔｏｒｆｒｏｍｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎｐｏｉｎｔＰ（ｘ，ｙ，
ｚ）ｔｏＱ（ξ，η，ζ）ｗｈｉｃｈｉｓｉｎｔｈｅｇｅｏｌｏｇｉｃａｌｂｏｄｙ，ａｎｄ
Ｇｉｓｇｒａｖｉｔａｔｉｏｎａｌｃｏｎｓｔａｎｔ．

Ｉｎ３Ｄｉｎｖｅｒｓｉｏｎ，ｕｎｄｅｒｇｒｏｕｎｄｓｐａｃｅｉｓｄｉｖｉｄｅｄ
ｉｎｔｏｃｕｂｏｉｄｕｎｉｔｓｏｆｅｑｕａｌｓｉｚｅａｎｄｃｏｍｐａｃｔａｒｒａｎｇｅ
ｍｅｎｔｌｉｋｅＦｉｇ．１．Ａｎａｌｙｔｉｃａｌｆｏｒｍｕｌａｓｆｏｒｇｒａｖｉｔｙａｎｄ
ｇｒａｖｉｔｙｇｒａｄｉｅｎｔｆｏｒｗａｒｄｍｏｄｅｌｉｎｇｉｎｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒｓｐａｃｅ
ｉｓｓｈｏｗｎａｓｂｅｌｏｗ：

Ｆｉｇ．１　Ｓｋｅｔｃｈｍａｐｏｆｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎｍｏｄｅｌ

Ｆｉｇ．２　Ｓｋｅｔｃｈｍａｐｏｆｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎｐｏｉｎｔｓａｎｄｇｅｏｌｏｇｉｃａｌ
ｂｏｄｙ

Ｌｉｋｅｔｈｅｕｎｄｅｒｇｒｏｕｎｄｓｐａｃｅｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍ
ｓｈｏｗｎｉｎＦｉｇ．２，ｔｈｅｘａｘｉｓａｎｄｙａｘｉｓａｒｅｉｎｔｈｅｈｏｒｉ
ｚｏｎｔａｌｄｉｒｅｃｔｉｏｎ，ａｎｄｔｈｅＺａｘｉｓｉｓｖｅｒｔｉｃａｌｄｏｗｎｗａｒｄ．
Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｏｆｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎｐｏｉｎｔｉｓ（ｘ，ｙ，ｚ），（ξ，η，ζ）
∈［ξ１，ξ２］×［η１，η２］×［ζ１，ζ２］．Ｉｔｓａｖｏｌｕｍｅｅｌｅ
ｍｅｎｔｏｆａｎｙｃｕｂｏｉｄｉｎｓｐａｃｅａｎｄｇｒａｖｉｔｙａｎｏｍａｌｉｅｓａｎｄ
ｇｒａｖｉｔｙｇｒａｄｉｅｎｔｓｐｒｏｄｕｃｅｄｂｙｔｈｉｓｅｌｅｍｅｎｔ（Ｇｕｏｅｔ
ａｌ．，２００４）ｉｓ

Ｖｚ＝－Ｇρ∑
２

ｉ＝１
∑
２

ｊ＝１
∑
２

ｋ＝１
μｉｊｋｘｉｌｎｙｊ＋ｒ( )[

ｉｊｋ

＋ｙｊｌｎｘｉ＋ｒ( )
ｉｊｋ ＋ｚｋａｒｃｔａｎ

ｚｋｒｉｊｋ
ｘｉｙ

]
ｊ

（２）

Ｖｘｘ ＝Ｇρ∑
２

ｉ＝１
∑
２

ｊ＝１
∑
２

ｋ＝１
μｉｊｋａｒｃｔａｎ

ｙｊｚｋ
ｘｉｒｉｊｋ

（３）

Ｖｙｙ ＝Ｇρ∑
２

ｉ＝１
∑
２

ｊ＝１
∑
２

ｋ＝１
μｉｊｋａｒｃｔａｎ

ｘｉｚｋ
ｙｊｒｉｊｋ

（４）

５１１３ＤｆａｓｔｉｎｖｅｒｓｉｏｎｏｆｇｒａｖｉｔｙｄａｔａｂａｓｅｄｏｎＧＰＵ



Ｖｚｚ＝Ｇρ∑
２

ｉ＝１
∑
２

ｊ＝１
∑
２

ｋ＝１
μｉｊｋａｒｃｔａｎ

ｘｉｙｊ
ｚｋｒｉｊｋ

（５）

Ｖｘｙ ＝－Ｇρ∑
２

ｉ＝１
∑
２

ｊ＝１
∑
２

ｋ＝１
μｉｊｋｌｎｚｋ＋ｒ( )

ｉｊｋ （６）

Ｖｘｚ＝－Ｇρ∑
２

ｉ＝１
∑
２

ｊ＝１
∑
２

ｋ＝１
μｉｊｋｌｎｙｊ＋ｒ( )

ｉｊｋ （７）

Ｖｙｚ＝－Ｇρ∑
２

ｉ＝１
∑
２

ｊ＝１
∑
２

ｋ＝１
μｉｊｋｌｎｘｉ＋ｒ( )

ｉｊｋ （８）

　　Ｗｈｅｒｅｘｉ＝ｘ－ξｉ，ｙｉ＝ｙ－ηｊ，ｚｉ＝ｚ－ξｋ，ｒｉｊｋ
＝ ｘ２ｉ＋ｙ

２
ｊ＋ｚ

２
槡 ｋ，μｉｊｋ ＝（－１）

ｉ＋ｊ＋ｋ．
Ｕｎｄｅｒｇｒｏｕｎｄｓｐａｃｅｉｓｄｉｖｉｄｅｄｉｎｔｏｃｕｂｏｉｄｕｎｉｔｓｏｆ

ｅｑｕａｌｓｉｚｅａｎｄｃｏｍｐａｃｔａｒｒａｎｇｅｍｅｎｔ，ａｎｄｅａｃｈｕｎｉｔｉｓ
ｓｅｔａｓａｆｉｘｅｄｒｅｓｉｄｕａｌｄｅｎｓｉｔｙｖａｌｕｅ．Ｗｅａｓｓｕｍｅｕｎ
ｄｅｒｇｒｏｕｎｄｓｐａｃｅｉｓｄｉｖｉｄｅｄｉｎｔｏＭ ｃｕｂｏｉｄｅｌｅｍｅｎｔｓ
ａｎｄｔｈｅｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎｓｕｒｆａｃｅｉｓａｒｒａｎｇｅｄｗｉｔｈＮｏｂｓｅｒ
ｖａｔｉｏｎｐｏｉｎｔｓ．Ａｎｄｔｈｅｇｒａｖｉｔｙａｎｏｍａｌｙｏｆｊｔｈ（ｊ＝１，
…，Ｍ）ｅｌｅｍｅｎｔｉｎｉｔｈ（ｉ＝１，…，Ｎ）ｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎ
ｐｏｉｎｔｉｓ

ｄｉαβ ＝Ｇｉｊｍｊ （９）
　　Ｗｈｅｒｅｍｊｉｓｒｅｓｉｄｕａｌｄｅｎｓｉｔｙｖａｌｕｅｏｆｊｔｈｅｌｅｍｅｎｔ
ａｎｄＧｉｊｒｅｐｒｅｓｅｎｔｔｈｅｇｅｏｍｅｔｒｉｃｆｒａｍｅｗｏｒｋｉｔｈｃｕｂｏｉｄ．
Ａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏｔｈｅｐｒｉｎｃｉｐｌｅｏｆｐｏｔｅｎｔｉａｌｆｉｅｌｄｓｕｐｅｒｐｏｓｉ
ｔｉｏｎ，ｔｈｅｔｏｔａｌａｎｏｍａｌｙａｔｔｈｅｉｔｈｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎｐｏｉｎｔｉｓ
ｔｈｅｓｕｍｏｆｔｈｅａｎｏｍａｌｉｅｓｏｆｔｈｅｕｎｄｅｒｇｒｏｕｎｄｊｃｕｂｏｉｄ：

ｄαβ ＝∑
Ｍ

ｉ＝１
ｄｉαβ ＝∑

Ｍ

ｉ＝１
Ｇｉｊｍｊ （１０）

ｅｘｐｒｅｓｓａｓｍａｔｒｉｘｆｏｒｍ
ｄ１αβ
ｄ２αβ
？

ｄＮ













αβ

＝

Ｇ１１ Ｇ１２ … Ｇ１Ｍ
Ｇ２１ Ｇ２２ 

  

ＧＮ１











… … 

·

ｍ１
ｍ２


ｍ













Ｍ

（１１）

　　ｉｓｓａｍｅａｓ
ｄαβ ＝Ｇαβｍ （１２）

　　Ｗｈｅｒｅｄαβｉｓｏｂｓｅｒｖｅｄｄａｔａ，ｍｉｓｒｅｓｉｄｕａｌｄｅｎｓｉ
ｔｙ，Ｇαβｉｓｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆｔｈｅｊｔｈｃｕｂｏｉｄａｔｔｈｅｉｔｈｏｂｓｅｒ
ｖａｔｉｏｎｐｏｉｎｔｗｈｉｃｈｉｓｃａｌｌｅｄｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙｍａｔｒｉｘ．

２　 Ｉｎｖｅｒｓｉｏｎｔｈｅｏｒｙ
Ｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｇｅｏｐｈｙｓｉｃａｌｉｎｖｅｒｓｅｐｒｏｂｌｅｍｓｉｓ

ｏｆｔｅｎｉｌｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｄ．Ｔｉｋｈｏｎｏｖｒｅｇｕｌａｒｉｚａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ
ｉｓｏｆｔｅｎｕｓｅｄｔｏｓｏｌｖｅｔｈｅｐｒｏｂｌｅｍ．Ｔｈｅｏｂｊｅｃｔｉｖｅｆｕｎｃ
ｔｉｏｎｃａｎｂｅｅｘｐｒｅｓｓｅｄａｓ

φ（ｍ）＝φｄ＋μφｍ （１３）
　　Ｗｈｅｒｅμｉｓｒｅｇｕｌａｒｉｚａｔｉｏｎｆａｃｔｏｒ，φｄｉｓｆｉｔｔｉｎｇ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｆｕｎｃｔｉｏｎｗｈｉｃｈｕｓｕａｌｌｙｅｘｐｒｅｓｓｅｄｉｎｔｅｒｍｓｏｆ
Ｌ２ｎｏｒｍｌｉｋｅ

φｄ ＝‖ｄ－Ｇｍ‖
２
２ （１４）

　　Ｉｎｔｈｅｗｅｉｇｈｔｅｄｆｏｃｕｓｉｎｖｅｒｓｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ｔｈｅ
ｍｉｎｉｍｕｍｓｕｐｐｏｒｔｆｕｎｃｔｉｏｎｉｓｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄａｓ

ＳＭＳ（ｍ）＝∑
Ｍ

ｊ＝１

ｍ２ｊ
ｍ２ｊ＋β

２ （１５）

　　Ｗｈｅｒｅβｉｓｓｍａｌｌｅｒｃｏｎｓｔａｎｔｓｔｏａｖｏｉｄｇｅｎｅｒａｔｉｎｇ
ｓｉｎｇｕｌａｒｖａｌｕｅｓｗｈｅｎｍｊｅｑｕａｌｔｏｚｅｒｏ．Ａｔｔｈｅｓａｍｅ
ｔｉｍｅ，ｉｎｏｒｄｅｒｔｏａｖｏｉｄｔｈｅｓｋｉｎｅｆｆｅｃｔ，ｗｅａｄｄｔｈｅ
ｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙｍａｔｒｉｘｂａｓｅｄｏｎｗｅｉｇｈｔｅｄｆｕｎｃｔｉｏｎ

ｗｊ＝ ∑
Ｎ

ｉ＝１
Ｇ( )ｉｊ

β／４
，ｊ＝１，．．．，Ｍ （１６）

ｓｏ

φ（ｍ）＝‖Ｇｍ－ｄ‖２＋μ∑
Ｍ

ｊ＝１

ｗｊｍ
２
ｊ

ｍ２ｊ＋β
２ （１７）

　　Ｔｈｅｒｅｉｓａｎｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆａｄｉａｇｏｎａｌｍａｔｒｉｘ

Ｗ（ｍ）＝ｄｉａｇ ｍ２＋β２Ｉ
ｗ( )
ｊ

１／[ ]２ （１８）

　　Ｔｈｅｕｐｐｅｒｆｏｒｍｃａｎｂｅｒｅｗｒｉｔｔｅｎａｓ
φ（ｍ）＝‖ＧＷＷ－１ｍ－ｄ‖２＋μ‖ｗ－１ｍ‖２

（１９）
　　Ａｓｓｕｍｉｎｇｍｗ＝ｗ

－１ｍ，Ｇｗ＝ＧＷ，ｔｈｅｎ
φ（ｍ）＝‖Ｇｗｍｗ－ｄ‖

２＋μ‖ｍｗ‖
２ （２０）

　　Ｔｈｅｉｎｖｅｒｓｉｏｎｐｒｏｂｌｅｍｉｓｔａｋｅｎｉｎｔｏａｃｃｏｕｎｔ
ＧＷ

槡
[ ]ｕＩｍｗ ＝

ｄ[ ]０ （２１）

　　ＳｕｂｓｔｉｔｕｔｉｎｇＡ＝
ＧＷ

槡
[ ]ｕＩ，ｂ＝

ｄ[ ]０ ，ｉｎｔｏｆｏｒｍｕｌａ
２１，ｔｈｅｆｏｒｍｕｌａ２１ｃａｎｂｅｗｒｉｔｔｅｎｉｎｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇ
ｆｏｒｍ：

Ａｍｗ ＝ｂ （２２）
　　Ｗｅｕｓｅｔｈｅｃｏｎｊｕｇａｔｅｇｒａｄｉｅｎｔｍｅｔｈｏｄｆｏｒｓｏｌｖｉｎｇ
ｔｈｅａｂｏｖｅｅｑｕａｔｉｏｎ，ａｎｄｐｓｅｕｄｏｃｏｄｅｉｓａｓｆｏｌｌｏｗｓ：

Ｉｎｐｕｔ：Ｇ，ｄ，μ，ｋ
Ｏｕｔｐｕｔ：ｍ
Ｂｅｇｉｎ
ｓｅｔｍ０＝０
ｃｏｍｐｕｔｅＷ，ｍｗ０，Ｇｗ０

６１１ ＷａｎｇＸ．Ｓ．ａｎｄＺｅｎｇＺ．Ｆ．



ｓｅｔＡ＝
ＧＷ

槡
[ ]ｕＩ，ｂ＝

ｄ[ ]０
ｋ＝０；ｇ＝２ＡＴ（Ａｍｗ０－ｂ）
ｗｈｉｌｅｇ０≠０
ｋ＝ｋ＋１
ｉｆｋ＝１
ｐ１＝－ｇ０
ｅｌｓｅ
βｋ＝ｇ

Ｔ
ｋ－１ｇｋ－１／ｇ

Ｔ
ｋ－２ｇｋ－２

ｐｋ＝－ｇｋ－１＋βｋｐｋ－１，ｑｋ＝ｇ
Ｔ
ｋ－１ｐｋ

ｍｗｋ＝ｍｗｋ－１＋αｐｋ
Ｕｐｄａｔｅｍ，Ｗ，Ａ，ｇｋ
Ｅｎｄ
ｗｈｅｒｅｋｉｓｎｕｍｂｅｒｏｆｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ，ｇｋｉｓｇｒａｄｉｅｎｔｏｆ

ｏｂｊｅｃｔｉｖｅｆｕｎｃｔｉｏｎ，ｐｋｉｓｓｅａｒｃｈｄｉｒｅｃｔｉｏｎ，βｋｉｓｓｔｅｐ
ｌｅｎｇｔｈｏｆｎｏｎｌｉｎｅａｒｅｘａｃｔｌｉｎｅｓｅａｒｃｈ．
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