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双曲 Ｒａｄｏｎ变换参数分析

邢慧婷，刘财，李炳秀，刘洋，魏忠宇

吉林大学 地球探测科学与技术学院，长春１３００２６

摘要：为避免双曲Ｒａｄｏｎ变换在消除多次波和提取速度差异的过程中出现假频现象，对地震资料处理
造成一定的影响。笔者在时间域对最小二乘双曲Ｒａｄｏｎ变换中的曲率参数和最小二乘迭代次数进行了
研究，计算出平衡准确度和计算量的最佳参数选取范围为，曲率参数在３０～４０之间，迭代次数在６～
１０之间。理论模型测试和实际资料处理结果表明，适当的参数选取能够在保证准确度的同时极大减
小计算量，有利于双曲Ｒａｄｏｎ变换的实际应用。
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０　引言

双曲Ｒａｄｏｎ变换在地震勘探学领域，如速度分
析［１］、波场分离［２］、压制多次波［３］、偏移反演［４］、

去噪及地震道恢复［５］等诸方面均得到较好的应用。

Ｒａｄｏｎ提出Ｒａｄｏｎ变换原理之后，Ｓｅｈｕｌｔｚ和 Ｃｌｅａｒ
ｂｏｕｔ［６］将 Ｒａｄｏｎ变换引入地球物理学的数字处理
中；Ｔｈｏｒｓｏｎ通过研发逆速度叠加提出双曲 Ｒａｄｏｎ
变换；Ｔｈｏｒｓｏｎ和 Ｃｌｅａｒｂｏｕｔ将双曲 Ｒａｄｏｎ变换应用

于速度分析之中。广义Ｒａｄｏｎ变换是沿给定的路径
进行积分计算，积分路径越接近地震同向轴的时差

曲线，得到的正变换效果就越好，模型空间域的分

辨率就越高。线性 Ｒａｄｏｎ变换的积分路径是直线，
而双曲Ｒａｄｏｎ变换的积分路径是双曲线，对于地震
学的射线模型来说，波形轨迹更加接近于双曲线，

因此，相比直线或抛物倾斜叠加，双曲Ｒｄａｏｎ变换
更加有利于地震数据处理，可减少变换嗓音和能量

弥散，从而提高资料处理质量，得到了广泛的普及



和应用［７］。

最小二乘方法是一种求解反演问题的有效方

法，能够较好地计算出 Ｒａｄｏｎ变换的结果。Ｔｈｏｒ
ｓｏｎ和 Ｃｌａｅｒｂｏｕｔ，Ｂｅｙｌｋｉｎ［８］，Ｋｏｓｔｏｖ［９］分别研究了
计算 Ｒａｄｏｎ变换的最小二乘方法。Ｙｉｌｍａｚ和
Ｔａｎｎｅｒ［１０］在时间空间域设计了高分辨率最小二乘
倾斜叠加算子，采用迭代反演方法求解大型线性稀

疏算子。本文采用最小二乘反演方法在 ＴＸ域内
研究双曲Ｒａｄｏｎ变换的分辨率问题。采用共轭梯度
法作为最小二乘的一种迭代求解方法，能够得到反

演问题的局部最优解，因此经常被用于Ｒａｄｏｎ变换
的计算中［１１］。其迭代次数对 Ｒａｄｏｎ变换的准确度
和计算效率有着十分重要的影响。

对双曲Ｒａｄｏｎ变换中的曲率参数和最小二乘迭
代次数进行误差数值分析和研究，计算出最佳参数

选取范围，使得计算误差和效率达到最优化。其结

果将有利于双曲Ｒａｄｏｎ变换在地震勘探学领域地震
资料数字处理中的进一步研究与应用。

１　理论基础

１１　 双曲Ｒａｄｏｎ变换理论
对于在时间域中的地震数据 ｄ（ｈ，ｔ），在 Ｒａ

ｄｏｎ域中沿双曲线的积分路径叠加公式为［１１］：

ｍ（ｑ，τ）＝∫
ｈｍａｘ

ｈｍｉｎ

ｄ（ｈ，ｔ＝ τ２＋ｑ２ｈ槡
２）ｄｈ （１）

式中：ｔ为双程走时；ｈ为偏移距；ｍ（τ，ｑ）为
Ｒａｄｏｎ域数据；τ为双向零偏移距走时 （或交叉

时）；ｑ＝１／ｖ２，１／ｖ代表慢度。同样，沿慢度轴的
共轭变换求和公式为：

ｄ（ｑ，τ）＝∫
ｐｍａｘ

ｐｍｉｎ

ｍ（ｑ，ｍ（，τ＝ τ２－ｑ２ｈ槡
２）ｄｑ（２）

离散化后的方程 （１），（２）形式：

ｍ（ｑ，τ）＝∑
ｈ
ｄ（ｈ，ｔ＝ τ２＋ｑ２ｈ槡

２） （３）

ｄ（ｈ，ｔ）＝∑
ｑ
ｍ（ｑ，τ＝ ｔ２－ｑ２ｈ槡

２） （４）

将方程 （３），（４）写成矩阵形式：

ｍ＝ＬＨｄ （５）

ｄ＝Ｌｍ （６）

式中：ｄ表示 （ｈ，ｔ）域数据；向量 ｍ表示 （τ，
ｑ）域数据；Ｌ是算子矩阵，它可以把行（τ，ｑ）的一
点变换到数据空间 （ｈ，ｔ）域的一条双曲线同相轴。
其正变换可由最小二乘方法导出。由 ｄ＝Ｌｍ使下
面目标函数取极小值，便可得到ｍ：

｛Φ ＝ｄ－Ｌｍ２｝Ｍｉｎ （７）

对ｍ求导，得最小二乘解：

ｍ^ ＝（ＬΤＬ）－１ＬΤｄ＝（ＬΤＬ）－１ｍ０ （８）

式中：ｍ^是由转置或伴随算子计算的低分辨率
速度叠加；τ是由最小二乘反演法计算得到的分辨
率相对高的速度叠加。

１２　双曲Ｒａｄｏｎ变换曲率参数的采样
在实际地震资料处理中，双曲Ｒａｄｏｎ变换在离

散条件下进行，因此变换中曲率参数的正确选取严

重制约变换精度的高低。通常在ｔ或τ方向的参数
采样一般不会出现假频现象，而参数的选取则不

然。为了得到高分辨率的变换结果，本文给出曲率

参数的选取准则［１２］。

由于：

Δｑ＝ｑｋ－ｑｋ－１，ｋ＝１，…，ｍ （９）

ｑ＝１
ｖ２

（１０）

把 （１０）式代入 （９）式中，可得到：

Δｑ＝１
ｖ２ｋ
－ １
ｖ２ｋ－１

（１１）

把Δｖ＝ｖｋ－１－ｖｋ代入式 （１１），公式可写为：

Δｑ＝
ｖｋ－１＋ｖｋ
ｖ２ｋ－１ｖ

２
ｋ
·Δｖ （１２）

因为ｖｋ与 ｖｋ－１比较接近，即 ｖｋ－１≈ ｖｋ，于是
（１２）式进一步化简得到：

Δｑ＝２
ｖ３ｋ
·Δｖ （１３）
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设原始数据中最大有效反射速度为ｖｍａｘ，要使
（１３）式对所有的有效波场成份均成立，则式中 ｖｋ
应替换为 ｖｍａｘ，当在 ｃｓｐ或 ｃｍｐ道集上做变换时，
选取的Δｖ范围通常为，从而得到 Δｑ的临界值关
系：

Δｑｃ＝
２
ｖ３ｍａｘ
·Δｖ （１４）

因此，对参数ｑ的采样值的选取是有限制的。
当确定了Δｑ的值后，再根据ｑ＝１／ｖ２给出 ｑ的初
始值 ｑ０和最大值 ｑｍａｘ。这样做既不多耗费计算量
又能保证计算的正确性。

１３　双曲Ｒａｄｏｎ变换最小二乘迭代次数的采样
为了提高Ｒａｄｏｎ域中的分辨率，将最小二乘方

法带入公式 （６）中，得到最小化估计公式［１３］：

Ｊ＝‖ｄ－Ｌｍ‖２ （１５）

对Ｊ中ｍ求偏导，并使之趋于０，可得最小二
乘变换结果公式为：

（ＬＨＬ）ｍ＝ＬＨｄ （１６）

同时引入阻尼因子，反演后得到：

（ＬＨＬ＋μＩ）ｍ＝ＬＨｄ （１７）

式中：μ为阻尼因子；Ｉ为单位矩阵；算子矩阵
Ｌ的维数为（ＮＴＮＨ）×（ＮＴＮＰ）。

为了应用最小二乘的共轭梯度法解决方程

（１７），首先需要得到初始值ｍ０的结果：

ｐ０ ＝ｒ０ ＝Ｌ
Ｈｄ－（ＬＨＬ＋μＩ）ｍ０ （１８）

一般情况下，可令ｍ０ ＝０，则方程 （１７）可
以进行推导：

ｓｉ＝Ｌｐｉ （１９）

ｓｓｉ＝Ｌ
Ｈｓｉ＋μｐｉ （２０）

αｉ＋１ ＝（ｒｉ，ｒｉ）／（ｐｉ，ｓｓｉ） （２１）

ｍｉ＋１ ＝ｍｉ＋αｉ＋１ｐｉ （２２）

ｒｉ＋１ ＝ｒｉ－αｉ＋１ｓｓｉ （２３）

βｉ＋１ ＝（ｒｉ＋１，ｒｉ＋１）／（ｒｉ，ｒｉ） （２４）

ｐｉ＋１ ＝ｒｉ＋１＋βｉ＋１ｐｉ （２５）

式中：ｉ＝０，１，２，…，Ｋ，表示迭代次数。根
据共轭梯度法的公式可以看出，迭代次数越大，搜

索方向越准确，计算结果越接近最优解。然而计算

效率随着迭代的增加而变低，当迭代次数较大时，

巨大的计算量将严重制约Ｒａｄｏｎ变换的工作效率。

２　模型测试

在理论模型测试中，使用一个１７层地层结构，
地震波速度从２０００ｍ／ｓ增加到２５００ｍ／ｓ的模型
数据进行测试 （图１）。对模型数据进行最小二乘
双曲Ｒａｄｏｎ变换并重建，得到相对能量误差如图２
所示。通过图２可以看出随着地层速度和迭代次数
的增加，重建误差逐渐减小并趋近一个常值。为了

直观看出重建误差随速度和迭代次数的变化，给出

不同参数下模型数据的重建图和误差图 （图 ３－
５）。理论模型测试表明，当曲率参数采样和迭代
次数较小时，双曲Ｒａｄｏｎ变换重建误差较大。当参
数较大时，重建误差基本保持不变，双曲Ｒａｄｏｎ变
换的精度提高有限，而此时计算量得到显著增加，

计算效率下降。因此，取曲率采样在３０～４０，迭
代次数６～１０之间比较合适。

图１　合成ＣＭＰ道集
Ｆｉｇ１　ＳｙｎｔｈｅｔｉｃＣＭＰｇａｔｈｅｒ
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ａ误差与曲率参数关系；ｂ误差与迭代次数关系．

图２　重建相对能量误差 （模型）

Ｆｉｇ２　Ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｏｆｒｅｌａｔｉｖｅｅｎｅｒｇｙｅｒｒｏｒ

ａ．重建数据；ｂ．双曲Ｒａｄｏｎ正变换；ｃ．重建误差．

图３　曲率参数采样试验 （ｎｖ＝３０，ｎｉｔｅｒ＝２０）
Ｆｉｇ３　Ｓａｍｐｌｉｎｇｔｅｓｔｆｏｒｃｕｒｖａｔｕｒｅｐａｒａｍｅｔｅｒｓ
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ａ．重建数据；ｂ．双曲Ｒａｄｏｎ正变换；ｃ．重建误差．

图４　曲率参数采样试验 （ｎｖ＝６０，ｎｉｔｅｒ＝４）
Ｆｉｇ４　Ｓａｍｐｌｉｎｇｔｅｓｔｆｏｒｃｕｒｖａｔｕｒｅｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

ａ．重建数据；ｂ．双曲Ｒａｄｏｎ正变换；ｃ．重建误差．

图５　曲率参数采样试验 （ｎｖ＝６０，ｎｉｔｅｒ＝２０）
Ｆｉｇ５　Ｓａｍｐｌｉｎｇｔｅｓｔｆｏｒｃｕｒｖａｔｕｒｅｐａｒａｍｅｔｅｒｓ
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３　 实际资料试算

为进一步验证理论测试结果的有效性，使用实

际地震资料进行最小二乘双曲Ｒａｄｏｎ变换参数误差
分析。图６是实际地震资料 ＣＭＰ道集，对其进行
双曲Ｒａｄｏｎ变换重建，得到相对能量误差如图７所
示。对比图２和图７，可以发现两者有着较好的对
应。实际地震数据的重建图和误差图 （图８－１０）
也表明重建误差遵循理论测试的结论，随着参数的

增加而减小并趋近常值。而当参数取值较大时，

Ｒａｄｏｎ变换的计算量大大增加，使其无法适用于实
际应用。实际资料试算结果表明，曲率采样在３０
～４０，迭代次数６～１０之间是最小二乘双曲 Ｒａｄｏｎ
变换的最佳参数选择，能在误差允许范围内得到最

高的计算效率。
图６　实际地震数据

Ｆｉｇ６　Ａｃｔｕａｌｓｅｉｓｍｉｃｄａｔａ

ａ．误差与曲率参数关系；ｂ．误差与迭代次数关系．

图７　重建相对能量误差 （实际数据）

Ｆｉｇ７　Ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｏｆｒｅｌａｔｉｖｅｅｎｅｒｇｙｅｒｒｏｒ

４　 结论

（１）在ｑ方向曲率采样点数不同会导致双曲
Ｒａｄｏｎ线变换中正、反变换的不协调，进而会引起

双曲Ｒａｄｏｎ变换去噪前、后振幅失真问题，会对实
际地震资料处理造成一定的影响。为避免这种问题

本文给出了可以得到权衡准确度变换结果的最优参

数范围。
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ａ．重建数据；ｂ．双曲Ｒａｄｏｎ正变换；ｃ．重建误差．

图８　曲率参数采样试验 （ｎｖ＝３０，ｎｉｔｅｒ＝１０）
Ｆｉｇ８　Ｓａｍｐｌｉｎｇｔｅｓｔｆｏｒｃｕｒｖａｔｕｒｅｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

ａ．重建数据；ｂ．双曲Ｒａｄｏｎ正变换；ｃ．重建误差．

图９　曲率参数采样试验 （ｎｖ＝６０，ｎｉｔｅｒ＝１０）
Ｆｉｇ９　Ｓａｍｐｌｉｎｇｔｅｓｔｆｏｒｃｕｒｖａｔｕｒｅｐａｒａｍｅｔｅｒｓ
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ａ．重建数据；ｂ．双曲Ｒａｄｏｎ正变换；ｃ．重建误差．

图１０　曲率参数采样试验 （ｎｖ＝６０，ｎｉｔｅｒ＝２）
Ｆｉｇ１０　Ｓａｍｐｌｉｎｇｔｅｓｔｆｏｒｃｕｒｖａｔｕｒｅｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

（２）通过共轭梯度法求解最小二乘算法的迭
代次数问题，得到迭代次数对双曲Ｒａｄｏｎ变换的准
确度和计算量有着重要影响。由于双曲Ｒａｄｏｎ变换
精度高，本文应用共轭梯度算法大大提高了计算速

度，并且得到了局部最优解，保证了计算的效率也

提高了精度。本文通过理论模型测试和实际资料处

理结果分析可得到只有平衡准确度和计算量的关

系，选择最佳参数才能使双曲 Ｒａｄｏｎ变换准确高
效，得到满足实际应用的结果。
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